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摘 要:研究了基于偏迎风数值通量的四阶线性偏微分方程局部间断 Galerkin 方法的稳定性
和误差估计问题。考虑在空间方向上，利用半离散形式的数值格式，通过使用广义 Gauss-Ｒadau 投
影，消除了数值通量产生的投影误差，利用 Young不等式得到数值格式的最优误差估计。证明了当
对流项选择偏迎风数值通量，方法的收敛阶为 k + 1 阶。由于含有高阶空间导数的偏微分方程 LDG
方法的空间离散算子具有刚性，因此对于时间离散采用二阶隐式 Crank-Nicolson 方法，通过数值试
验验证了理论分析结果的正确性。
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Abstract: This paper studies the stability and error estimates of the local discontinuous Galerkin method for
fourth-order linear partial differential equations based on upwind-biased fluxes. Consider using the semi-discrete
form of numerical format in the spatial direction and using the generalized Gauss-Ｒadau projection，the projection
error caused by the numerical flux is eliminated. The optimal error estimate of the numerical format is obtained by
using Young inequality. It is proved that when the convective term is selected as the upwind-biased numerical
fluxes，the convergence order of the method is order k + 1. Because the spatial discrete operator of the partial
differential equation LDG method with higher-order spatial derivatives is rigid，the second-order implicit Crank-
Nicolson method is used for time dispersion，and the correctness of the theoretical analysis results is verified by
numerical experiments.
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0 引 言

对流扩散方程是一类反映物质输运、分子扩散
或黏性流体流动的数学模型，可以描述化学、流体力
学、空气动力学等领域的众多物理现象，在天气预
报、石油开采、半导体模拟等领域有着广泛的应用。
因此，对流扩散方程的数值方法研究一直是偏微分

方程数值解研究的重要课题之一。由于局部间断
Galerkin ( local discontinuous galerkin，简称 LDG) 方
法具有良好的数值表现和数值实现的简便性，该方

法己经成为求解高阶微分方程的热门方法之一。本
文将求解以下的对流扩散方程，充分展示 LDG方法
的数值求解优势。
间断 Galerkin 有限元方法是由 Ｒeed 和 Hill［1］

于 1973 年在求解中子运输方程时首次提出。John-
son和 Pitkranta［2］将这个方法应用到标量线性双曲
型方程上，并且研究了 Lp 范数意义下的误差估计问

题。之后，Cockburn等在文［3 － 6］中针对双曲型守
恒律方程提出了 Ｒunge-Kutta DG 方法。由于 Bassi
和 Ｒebay［7］应用 DG 方法成功地解决了可压缩的
Navier-Stokes方程，Cockburn 和 Shu［8］受他们的启
发，在解决对流扩散方程时第一次提出了局部间断

Galerkin方法。LDG方法的主要思想是先把对流扩
散方程化为等价的一阶偏微分方程组，再使用 DG
方法进行空间离散。局部间断 Galerkin 方法是 DG
方法的推广，用于求解含有高阶空间导数的偏微分

方程。目前，LDG方法已经得到了广泛的发展和应
用。Yan 和 Shu 将 LDG 方法应用到三阶 KdV 方
程［12］，以及四阶和五阶偏微分方程［13］。Xu 和 Shu
进一步将 LDG推广到非线性波动方程［14 － 15］、Schro-
dinger方程［16］、Hunter-Saxton 方程［18］及 Surface dif-
fusion和 Willmore flow 方程［19］等，更多见文［20］。
如何选取合适的数值流通量来保证数值格式的稳定

性是 LDG方法的核心。
传统上，线性双曲方程 DG 方法的数值通量通

常选择纯迎风数值通量。但是，对于复杂的系统或
非线性问题，纯迎风数值通量很难构造。因此，研究
更一般的数值通量( 如偏迎风偏通量) 是必要且重

要的。最近，Meng 等［21］研究了基于偏迎风通量线
性守恒律方程 DG 方法的收敛性，证明了最优半离
散 DG 方法的收敛阶为 k + 1 阶。Cao 等［22］基于偏
迎风通量，研究了一维线性双曲型方程的 DG 方法
超收敛性，发现 DG 解及其导数在一些特殊点处可

以得到 k + 1 阶和 k + 2 阶超收敛。本文研究了基于
偏迎风数值通量的线性四阶偏微分方程 LDG 方法
的误差估计。
论文第 2 节给出了线性四阶方程的 LDG 方法，

证明了基于偏迎风通量四阶线性偏微分方程 LDG
方法的收敛阶为 k + 1 阶; 在第 3 节中通过数值实
验，验证了结果的正确性; 在第 4 节中，给出了结论
和未来的工作。

1 局部间断 Galerkin方法

本文考虑以下的线性四阶方程:

ut + ux + uxxxx = 0，( x，t) ∈( 0，2π) ×［0，T］( 1)
u( x，0) = u0 ( x) ，x∈I = ( 0，2π) ( 2)
边界条件取为周期边界条件。我们研究方

程( 1) 基于偏迎风通量的局部间断 Galerkin 方法的
误差估计问题。
1. 1 符号定义
在对方程( 1) 提出半离散 LDG 方法之前，首先

介绍常用符号。设剖分 0 = x 1
2
＜ x 3

2
＜… ＜ xN + 1

2
=

2π，将计算区域 I = ( 0，2π) 分为 N 个单元，记 Ij =
( xj － 1

2
，xj + 1

2
) 为第 j 个单元，其单元中心和单元长度

分别记为 xj =
( xj － 1

2
+ xj + 1

2
)

2 和 hj = xj + 1
2
－ xj － 1

2
，记

h = maxhj，这里假设网格是正则的。间断有限元空
间定义为

Vk
h = { v∈L2 ( I) ∶ v Ij∈Pk ( Ij ) ，j = 1，…，N}

其中 Pk ( Ij ) 表示区间 Ij = ( xj － 1
2
，xj + 1

2
) 上次数不超过

k次的多项式集合。
对于非负整数 l，Wl，2 ( Ij ) 和 Wl，∞ ( Ij ) 表示定义

在 Ij 上的标准 Sobolev 空间，其范数分别记为
‖·‖Wl，2( Ij)和‖·‖Wl，∞ ( Ij)。进而分裂 Sobolev 空间定
义为

Wl，p ( Ih) : = { v∈L2( I) ∶ v Ij∈Wl，p ( Ij ) ，j =1，…，N}
p = 2，∞
其范数定义为

‖u‖Wl，2( Ih) = ‖u‖Hl( Ih) = (∑
N

j = 1
‖u‖2

Hl( Ij) )
1 /2

‖u‖Wl，∞ ( Ih) = max
1≤j≤N

‖u‖Wl，∞ ( Ij)

为方便起见，当 l = 0 时，记‖·‖H0( Ih)为‖·‖。

定义 v +
j + 1 /2和 v －

j + 1 /2分别为函数 v( x) 在 xj + 1 /2点
处的左右极限，［vh］j + 1 /2 = v +

j + 1 /2 － v －
j + 1 /2和{ vh} j + 1 /2 =

1
2 ( v

+
j + 1 /2 + v －

j + 1 /2 ) 分别表示函数 v( x) 在单元边界点
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上的跳跃和平均值。
为了后面定理的证明，还需给出全局投影的定

义和性质。对于任意 u∈H1 ( Ih ) ，投影 p*h u( x) ∈Vk
h

定义如下:

∫Ijp
*
h u( x) v( x) dx = ∫Iju( x) v( x) dx，v∈ pk－1( Ij )

p̂*h u = û，在 xj + 1 /2，j = 1，…，N ( 3)
下面的引理给出了全局投影的存在性和最佳逼

近性。
引理 1［21］ 假设 u 充分光滑且具有周期性，存

在唯一满足式( 3) 的 p*h ，满足如下性质:

‖u － p*h u‖L∞ ( Ij)≤Chk + 1‖u‖Wk + 1，∞ ( Ih)

‖u － p*h u‖≤Chk + 3
2‖u‖Wk + 1，∞ ( Ih)

其中 C = C( θ) 不依赖于 Ij 和 h。
接下来，对于线性问题引入 DG 离散算子。对

于 p，q∈Vk
h 以及单元 Ij = ( xj － 1

2
，xj + 1

2
) ，定义如下 DG

离散算子:

H±
j ( p，q) = ∫Ijpqxdx － 珓pq －

j+ 1
2
+ 珓pq+

j－ 1
2
( 4)

H－
j ( p，q) = ∫Ijpqxdx － p－ q －

j+ 1
2
+ p－ q +

j－ 1
2

( 5)

H+
j ( p，q) = ∫Ijpqxdx － p+ q －

j+ 1
2
+ p+ q +

j－ 1
2

( 6)
并记

H± ( p，q) = ∑
j
H ± ( p，q)

H+ ( p，q) = ∑
j
H + ( p，q)

H－ ( p，q) = ∑
j
H － ( p，q)

对于 DG离散算子，有下面的性质。
引理 2 对于周期边界条件，选择不同数值通

量，DG离散算子都满足下列等式
H + ( p，q) + H － ( q，p) = 0

1. 2 LDG格式和误差估计
1. 2. 1 LDG格式
构造 LDG格式，首先引入一些近似于解的各阶

导数的辅助变量，并将方程( 1) 重写为一阶系统
ut + ux + vx = 0，v － zx = 0，
z － qx = 0，q － ux = 0 ( 7)
接下来定义方程( 7 ) 的半离散 LDG 格式: 对于

任意的 ηh，ρh，ωh，σh∈Vk
h，都有 uh，vh，zh，qh∈Vk

h

满足

∫Ij ( uh ) tηhdx － ∫Ij uh ( ηh ) xdx + 珘uhη
－
h j+1 /2 － 珘uhη

+
h j－1 /2 －

∫Ij vhηhdx + v̂hη
－
h j+1 /2 － v̂hη

+
h j－1 /2 = 0 ( 8)

∫Ij vhρhdx + ∫Ij zh ( ρh ) xdx － ẑhρ
－
h j+1 /2 + ẑhρ

+
h j－1 /2 = 0 ( 9)

∫Ij zhωhdx + ∫Ij qh ( ωh ) xdx － q̂hω
－
h j+1 /2 + q̂hw

+
h j－1 /2 = 0

( 10)

∫Ij qhσhdx + ∫Ij uh ( σh ) xdx － ûhσ
－
h j+1 /2 + ûhσ

+
h j－1 /2 = 0

( 11)
对于周期边界条件，对流项数值通量取偏迎风

通量

珘uh = θu
－
h + ( 1 － θ) u +

h ( 12)

其中 θ ＞ 1
2 。扩散项数值流通量选取交错流

通量

v̂h = v +
h ，̂zh = z －

h ，q̂h = q +
h ，ûh = u －

h ( 13)
定义如下记号:

eu =u －uh = ( u －p
*
h ( u) ) － ( uh －p

*
h ( u) ) =φu －ψu

ev = v － vh = ( v － p
*
h ( v) ) － ( vh － p

*
h ( v) ) =φv －ψv

ez = z － zh = ( z － p
*
h ( z) ) － ( zh － p

*
h ( z) ) =φz －ψz

eq =q －qh = ( q －p
*
h ( q) ) － ( qh －p

*
h ( q) ) =φq －ψq

对于初始条件，取 uh ( 0) = Πh ( u0 ) ，并且满足

‖u0 － Πh ( u0 ) ‖≤ Chk+1 ‖u0‖Hk+1( Ih)

这里的 Πh 表示到 Vk
h 的 L2 投影。

1. 2. 2 稳定性分析
基于偏迎风数值通量的线性四阶方程 LDG 方

法满足如下 L2 稳定性。
定理 1(稳定性) 由式( 8) ～ ( 11) 定义的半离

散 LDG格式，当数值通量取为式 ( 12 ) 和 ( 13 ) 时，
满足

‖uh ( T) ‖≤‖uh ( 0) ‖
证明:分别取式 ( 8 ) ～ ( 11 ) 中的检验函数 ηh，

ρh，ωh，σh 为 uh，qh，zh，－ vh，将式( 8) ～ ( 11 ) 中各式
相加，并对 j 求和，根据算子式( 4) ～ ( 6) 的定义，可
以得到如下方程

( ( uh，uh ) － H ± ( uh，uh ) － H + ( vh，uh ) +
( vh，qh ) + H － ( zh，qh ) + ( zh，zh ) +
H + ( qh，zh ) + ( qh，－ vh ) + H － ( uh，－ vh ) = 0
根据引理 2，进而得到以下等式
( ( uh ) t，uh ) － H ± ( uh，uh ) + ( zh，zh ) = 0
由周期边界条件，得到
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∫I ( uh )
t
uhdx +∑

N

j = 1
( ( { uh} － 珘uh) ［uh］) j +1 /2 +

( zh，zh ) = 0
根据偏迎风数值通量式( 12) 的定义，

1
2

d
dt ‖uh‖

2 + ( θ － 1
2 )∑

N

j =1
［uh］

2
j +1 /2 +‖zh‖

2 = 0

当 θ ＞ 1
2 ，有

1
2

d
dt‖uh‖

2≤0 ( 14)

对不等式( 14) 在 0 到 T 之间对时间积分，可以
得到 L2 稳定性结果，证明完成。
1. 2. 3 误差估计
定理 2 (误差估计) 假设 u，v，z，q 是方程( 7 )

的精确解并且充分光滑，uh，vh，zh，qh 是式 ( 8 ) ～
( 11) 的解。其中初值投影为 Πh，流通量的选取如

( 12) 和( 13) 所示。对于 I = ( 0，2π) 的均匀网格，使
用分段多项式有限元空间 Vk

h ( k≥1) ，对于充分小的
h和任意 T ＞ 0，有如下误差估计成立

‖eu ( T) ‖≤Chk + 1 ( 1 + T)
其中正整数 C 与 θ，‖u‖Wk + 1，∞ ( Ih) ，‖ut‖Wk + 1，∞ ( Ih)

有关，但与 h无关。
证明: 根据算子式 ( 4 ) ～ ( 6 ) 的记号，将式

( 8) ～ ( 11) 各式分别对 j 求和，并且将各式相加得
到以下等式

( ( uh ) t，ηh ) － H± ( uh，ηh ) － H+ ( vh，ηh ) +
( vh，ρh ) + H－ ( zh，ρh ) + ( zh，ωh ) +
H+ ( qh，ωh ) + ( qh，σh ) + H－ ( uh，σh ) = 0

( 15)
由于 u，v，z，q是式( 7) 的精确解，所以它们也是

式( 8) ～ ( 11) 的解。故根据式( 15) ，有
( ( u) t，ηh ) － H ± ( u，ηh ) － H + ( v，ηh ) +
( v，ρh ) + H － ( z，ρh ) + ( z，ωh ) +
H + ( q，ωh ) + ( q，σh ) + H － ( u，σh ) = 0 ( 16)
将式( 15) 和( 16) 两式相减，可以得到如下方程
( ( eu ) t，ηh ) － H ± ( eu，ηh ) － H + ( ev，ηh ) +
( ev，ρh ) + H － ( ez，ρh ) + ( ez，ωh ) +
H + ( eq，wh ) + ( eq，σh ) + H － ( eu，σh ) = 0
通过符号 eu，ev，ez，eq 的定义，并且对上式取

ηh，ρh，ωh，σh 分别为 ψu，ψv，ψz，ψq，得到

( ( ψu ) t，ψu ) － H ± ( ψu，ψu ) － H + ( ψv，ψu ) +
( ψv，ψv ) + H － ( ψz，ψv ) + ( ψz，ψz ) +
H + ( ψq，ψz ) + ( ψq，ψq ) + H － ( ψu，ψq ) =
( ( u ) t，ψu ) － H ± ( u，ψu ) － H + ( v，ψu ) +

( v，ψv ) + H － ( z，ψv ) + ( z，ψz ) +

H + ( q，ψz ) + ( q，ψq ) + H － ( u，ψq )

考虑以下的算子:

H( v，ψu ) = ( v，( ψu ) x ) －

∑
N

j = 1
^ vj+ 1

2
ψ －

uj+ 1
2
+∑

N

j = 1
^ vj－ 1

2
ψ －

uj－ 1
2

其中 ( v，( ψu ) x ) = ∫I ( v － p*h ( v) ) ·( ψu ) xdx = 0，

vj + 1
2
= ( v － p̂*h ( v) ) j + 1

2
= ( v̂ － p̂*h ( v) ) j + 1

2
，因此得到

以下等式

( ( ψu ) t，ψu ) － H ± ( ψu，ψu ) +
( ψv，ψv ) + ( ψz，ψz ) + ( ψq，ψq ) =
( ( u ) t，ψu ) + ( v，ψv ) +
( z，ψz ) + ( q，ψq ) ( 17)
进一步分析等式( 17) ，由于

－ H± ( ψu，ψu ) = ( θ － 1
2 )∑

N

j = 1
［ψu］

2
j + 1

2

根据引理 1，有
‖( u ) t‖≤Chk + 1‖ut‖Hk + 1( Ih) 以及‖u‖≤

Chk + 1‖u‖Hk + 1( Ih)

类似地，对于 v，z，q 也有以上的估计，将等

式( 17) 的右侧记为 ＲHS，于是有
ＲHS≤Chk + 1‖ut‖Hk + 1( Ih)‖ψu‖ +

Chk + 1‖vt‖Hk + 1( Ih)‖ψv‖ +

Chk + 1‖zt‖Hk + 1( Ih)‖ψz‖ +

Chk + 1‖qt‖Hk + 1( Ih)‖ψq‖
进一步，根据 Young不等式，有

ＲHS≤T － 1‖ψu‖
2 + Ch2k + 2‖ut‖

2
Hk + 1( Ih) +

‖ψv‖
2 + Ch2k + 2‖vt‖

2
Hk + 1( Ih) +

‖ψz‖
2 + Ch2k + 2‖zt‖

2
Hk + 1( Ih) +

‖ψq‖
2 + Ch2k + 2‖qt‖

2
Hk + 1( Ih)

因为 θ ＞ 1
2 ，有

1
2
d
dt‖ψu‖

2≤T －1‖ψu‖
2 +TCh2k +2( T‖ut‖

2
Hk +1( Ih) +

‖v‖2
Hk + 1( Ih) +‖z‖2

Hk + 1( Ih) +‖q‖2
Hk + 1( Ih) ) ( 18)

通过对不等式 ( 18 ) 在 0 到 T 之间对时间积
分，有

‖ψu( T)‖
2≤C‖ψu( 0)‖

2 +TCh2k +2( T‖ut‖
2
Hk +1( Ih) +

‖v‖2
Hk + 1( Ih) +‖z‖2

Hk + 1( Ih) +‖q‖2
Hk + 1( Ih) )

uh ( 0) 在 L2 上的初值为 Πh ( 0) ，于是

‖ψu ( 0) ‖ = ‖Πhu0 － u0 + u0 － p*h u0‖
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≤‖Πhu0 － u0‖ + ‖u0 － p*h u0‖≤ Chk+1

由此可以得到

‖ψu ( T) ‖
2≤Ch2k + 2 + T2Ch2k + 2 + TCh2k + 2

≤( T + 1) 2Ch2k + 2

‖ψu ( T) ‖≤( T + 1) Chk + 1

‖eu ( T) ‖≤‖φu ( T) ‖ －‖ψu ( T) ‖
≤Chk + 1 ( 1 + T) + Chk + 1≤Chk + 1 ( 1 + T)

证毕。

2 数值实验

本节将给出一些支持结论的数值实验。在实验
中，时间离散选择二阶隐式 Crank-Nicolson 方法，这
种方法能够对实验进行长时间形态的研究。

例 1 考虑以下方程
ut + ux + uxxxx = 0( x，t) ∈( 0，2π) ×［0，T］
u( x，0) = sinx，x∈I = ( 0，2π)

方程的真解为 u( x，t) = e － tsin( x － t)
接下来给出真解与数值解在不同时刻的图像比

较。图 1和图 2分别给出了当 k =1，N =40时在T =1、
T = 1. 5、T = 2 时刻，以及 T = 10、T = 11、T = 12 时刻
对应的数值解以及真解。图 3 和图 4 分别给出了当
k = 2，N = 40 时，在 T = 1、T = 1. 5、T = 2，以及 T = 10、
T = 11、T = 12 时刻分别对应的数值解以及真解。数
值实验表明不同时刻的数值解对真解有很好的拟合

效果，特别是随着时间 T 的增大，数值解仍能对真
解保持很好的逼近效果，这表明该方法具有较好的

稳定性。

图 1 k =1，N =40 时不同时刻真解与数值解对比图
Fig. 1 Comparison of true and numerical solutions

at different times when k =1，N =40

图 2 k =1，N =40 时不同时刻真解与数值解对比图
Fig. 2 Comparison of true and numerical solutions

at different times when k =1，N =40

图 3 k =2，N =40 时不同时刻真解与数值解对比图
Fig. 3 Comparison of true and numerical solutions

at different times when k =2，N =40

图 4 k =2，N =40 时不同时刻真解与数值解对比图
Fig. 4 Comparison of true and numerical solutions

at different times when k =2，N =40
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进而对方法的误差和收敛阶进行分析。在表 1
和表 2 中，时间步长选择 τ = 0. 01h2 ; 在表 3 和表 4
中，时间步长选择 τ = 0. 01h4，计算终止时刻分别取

为 T = 1 及 T = 10。通过对收敛阶的计算发现，当数

值流通量取为偏迎风通量时，对于不同的 θ值，收敛
阶可以达到 k + 1 阶精度，特别是对于长效时间，如
T = 10 时，收敛阶仍可达到 k + 1 阶，验证了定理 2
的结论。

表 1 当使用初值的 p*
h 投影和 P1 多项式时在时刻 T =1 的数值误差和精度

Tab. 1 Numerical errors and accuracy when p*
h projection and P1 polynomial are used at T =1

N
θ = 0. 75 θ = 1 θ = 2

L2 误差 阶 L2 误差 阶 L2 误差 阶

10 0. 0160 — 0. 0162 — 0. 0177 —

20 0. 0040 2. 0011 0. 0040 2. 0111 0. 0042 2. 0897

40 9. 8057 × 10 －4 2. 0281 9. 8145 × 10 －4 2. 0354 9. 8807 × 10 －4 2. 0759

80 2. 4746 × 10 －4 1. 9864 2. 4770 × 10 －4 1. 9863 2. 4888 × 10 －4 1. 9892

表 2 当使用初值的 p*
h 投影和 P1 多项式时在时刻 T =10 的数值误差和精度

Tab. 2 Numerical errors and accuracy when p*
h projection and P1 polynomial are used at T =10

N
θ = 0. 75 θ = 1 θ = 2

L2 误差 阶 L2 误差 阶 L2 误差 阶

10 2. 3265 × 10 －6 — 3. 2408 × 10 －6 — 7. 9742 × 10 －6 —

20 5. 2977 × 10 －7 2. 1347 6. 1984 × 10 －7 2. 3864 1. 1771 × 10 －6 2. 7601

40 1. 2485 × 10 －7 2. 0852 1. 3179 × 10 －7 2. 2337 1. 8396 × 10 －7 2. 6778

80 3. 0374 × 10 －8 2. 0393 3. 0771 × 10 －8 2. 0986 3. 4500 × 10 －8 2. 4147

表 3 当使用初值的 p*
h 投影和 P2 多项式时在时刻 T =1 的数值误差和精度

Tab. 3 Numerical errors and accuracy when p*
h projection and P2 polynomial are used at T =1

N
θ = 0. 75 θ = 1 θ = 2

L2 误差 阶 L2 误差 阶 L2 误差 阶

10 9. 5809 × 10 －4 — 9. 5966 × 10 －4 — 9. 6613 × 10 －4 —

20 9. 8682 × 10 －5 3. 2793 9. 8680 × 10 －5 3. 2817 9. 8674 × 10 －5 3. 2915

40 1. 2435 × 10 －5 2. 9884 1. 2435 × 10 －5 2. 9883 1. 2437 × 10 －5 2. 9981

80 1. 5523 × 10 －6 3. 0019 1. 5531 × 10 －6 3. 0012 1. 5532 × 10 －6 3. 0013

表 4 当使用初值的 p*
h 投影和 P2 多项式时在时刻 T =10 的数值误差和精度

Tab. 4 Numerical errors and accuracy when p*
h projection and P2 polynomial are used at T =10

N
θ = 0. 75 θ = 1 θ = 2

L2 误差 阶 L2 误差 阶 L2 误差 阶

10 1. 8706 × 10 －7 — 1. 9043 × 10 －7 — 2. 0475 × 10 －7 —

20 2. 0524 × 10 －8 3. 1882 2. 0622 × 10 －8 3. 2070 2. 1023 × 10 －8 3. 2838

40 2. 5462 × 10 －9 3. 0109 2. 5465 × 10 －9 3. 0176 2. 5467 × 10 －9 3. 0453

80 2. 9319 × 10 －10 3. 1184 2. 9321 × 10 －10 3. 1185 2. 9324 × 10 －10 3. 1185

例 2 考虑以下方程
ut + ux + uxxxx = 0( x，t) ∈( 0，2π) ×［0，T］
u( x，0) = cosx

方程的真解为

u( x，t) = e － tcos( x － t)
图 5 和图 6 分别给出当 k = 2，N = 40 时 T = 1、
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T = 1. 5、T = 2，以及 T = 10、T = 11、T = 12 时刻对应
的数值解以及真解。
表 5 和表 6 中给出了当 T = 1 时，采用偏迎风数

值流通量，当 k = 1 和 k = 2 时的误差和收敛阶精度。
数值结果表明收敛阶均可达到 k + 1 阶，验证了定
理 2的结论。

图 5 不同时刻真解与数值解对比图
Fig. 5 Comparison of true and numerical solutions

at different times

图 6 不同时刻真解与数值解对比图
Fig. 6 Comparison of true and numerical solutions

at different times

表 5 当使用初值的 p*
h 投影和 P1 多项式时在时刻 T =1 的数值误差和精度

Tab. 5 Numerical errors and accuracy when p*
h projection and P1 polynomial are used at T =1

N
θ = 0. 75 θ = 1 θ = 2

L2 误差 阶 L2 误差 阶 L2 误差 阶

10 0. 0160 — 0. 0162 — 0. 0177—

20 0. 0040 2. 0011 0. 0040 2. 0111 0. 0042 2. 0897

40 9. 8057 × 10 －4 2. 0281 9. 8145 × 10 －4 2. 0354 9. 8807 × 10 －4 2. 0759

80 2. 4746 × 10 －4 1. 9864 2. 4770 × 10 －4 1. 9863 2. 4888 × 10 －4 1. 9892

表 6 当使用初值的 p*
h 投影和 P2 多项式时在时刻 T =1 的数值误差和精度

Tab. 6 Numerical errors and accuracy when p*
h projection and P2 polynomial are used at T =1

N
θ = 0. 75 θ = 1 θ = 2

L2 误差 阶 L2 误差 阶 L2 误差 阶

10 0. 0021 — 0. 0021 — 0. 0021 —

20 2. 6143 × 10 －4 3. 0131 2. 6152 × 10 －5 3. 0145 2. 6187 × 10 －4 3. 0201

40 3. 0239 × 10 －5 3. 1119 3. 0241 × 10 －4 3. 1123 3. 0253 × 10 －4 3. 1137

80 1. 7363 × 10 －6 4. 1223 1. 7386 × 10 －6 4. 1206 1. 7381 × 10 －6 4. 1214

以上算例表明，当对流项数值通量选取偏迎风

通量，扩散项数值流通量选择交替流通量，局部间断

Galerkin有限元解对真解有较好的逼近效果，且具
有较好的长效性，这为进一步研究该方法的稳定性

提供了数值保障。同时通过对误差和收敛阶的计
算，得到当使用初值的 p*h 投影和 P1 以及 P2 多项式

时在不同时刻的收敛阶均可达到 k + 1 阶，验证了本

文对四阶线性对流扩散方程的 LDG 方法的误差估
计结果。

3 结 论

本文讨论了四阶线性对流扩散方程 LDG 方法
的稳定性以及误差估计问题。证明了当对流项选择
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偏迎风通量，扩散项选择交错流通量时，LDG 方法
在 Pk ( k≥1) 分片多项式有限元空间中的误差估计
的阶为 k + 1。通过数值实验，验证了误差估计的理
论分析是正确的。接下来将进一步研究高阶方程基
于偏迎风数值流通量的数值稳定性问题，从理论上

分析求解高阶微分方程 LDG方法的数值特性。
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